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Un amplio rango de fenémenos en la naturaleza exhiben
comportamientos ondulatorios que pueden observarse
desde un nivel microscépico hasta escalas astronémicas, pa-
sando, desde luego, por la escala humana, tritense o no de
sistemas vivientes.

Ondas son los circulos concéntricos que produce una pie-
dra al caer en un estanque y que se propagan a través de su
superficie al transcurrir el tiempo y lo hacen conservando su
forma. Ondas son también ese subir y bajar del nivel del mar
durante el dia (mareas), que son el resultado de las fuerzas
de atracci6n gravitacional. Igualmente, ondas son el ir y venir
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de las aguas marinas en las playas, que conocemos como olas
y que las interacciones de océano-viento y de océano-litoral,
hacen que aparezcan ante nuestra vista como formas mas
bien complicadas, pero que son, al fin y al cabo, ondas.

¢Qui€n no ha visto en las dunas del desierto esas peque-
fias o grandes ondulaciones en ocasiones de formas capri-
chosas que aparecen a lo largo y a lo ancho de las super-
ficies arenosas? La sola observacion de las formas
geométricas de esos cimulos de arena nos recuerda a los co-
rrespondientes patrones espaciales producidos por el movi-
miento de un fluido “espeso”... asi se ven las ondas de arena.
Cuando los copos de nieve son semejantes a los granulos
arenosos, el viento forma con ellos ondas similares a las
ondas de arena. (Véase la figura 1.)

Nuestro universo esti compuesto por estrellas, planetas,
satélites, asteorides, cometas, gases y polvos interestelares,
etc., todos en constante movimiento, y las agrupaciones de
éstos forman galaxias, las que, como un todo, cambian
de posicién... también se mueven; pero no lo hacen de cual-
quier forma. Algunas se trasladan de tal manera que sus
elementos constituyentes siguen una disposicion espacial
reconocible: se trata de espirales que rotan; este comporta-
miento también es de tipo ondulatorio.

De la misma manera en sistemas quimicos, fisiologicos y
biolégicos, hay multiples ejemplos de fenémenos ondula-
torios.

Algunas de las ondas mas impresionantes que podemos
encontrar en €l mundo de la ciencia, son las que aparecen
en qliimica. La riqueza geométrica de los patrones observa-
dos en ellas, dependen de la concentracién de los reactivos
y catalizadores, de la temperatura, de la dimension del espa-
cio en el cual la reaccién tiene lugar, etc.

Las ondas quimicas unidimensionales se producen en sis-
temas en los que hay reacciones autocataliticas. La reaccién

! Figura 1. Diferentes comportamientos ondulatorios en sistemas fisicos (a) en el océano, (b) en el desierto.
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puede iniciarse en una region particular, en la que inicial-
mente los reactivos se distribuyen homogéneamente. A me-
dida que la reaccion se efectia y la concentracion del catali-
zador se incrementa, éste se difunde a la solucion adyacente

y es ahi donde se inicia la reaccion. Mientras esto sucede, el
catalizador se difunde a la regién contigua de la soluci6én y
asi sucesivamente. Si la razén catalitica es suficientemente |
grande en comparacién con la razén de difusién, se pro- l
duce una onda quimica que se propaga a través de la solu- l
ci6én. El anterior fenémeno puede observarse en la oxida-
cién del acido nitrico.

Los patrones ondulatorios que aparecen en la famosa
reaccion de Belousov-Zhabotinsky, en dos o tres dimensiones,
han llamado la atencién de muchos investigadores, aunque
no tiene nada de particular, en cuanto a los reactivos que
intervienen en ella. Una tipica preparacion consiste de sul-
fato de cesio, dcido maldénico y bromato de potasio, todos
ellos disueltos en acido sulfiirico; por medio de este sistema
quimico se pueden apreciar varios tipos de comportamien-
to, dependiendo de las condiciones experimentales en las
que se efectiie la reaccién. En dos dimensiones el comporta-
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Figura 2. Ondas de tipo espiral en diferentes sistemas (a). Espirales rotando
en la reaccién de Belousov-Zhabotinsky, (b). Patrones en espiral en la
agregacion de Dictyostelium dicoideum. Es sorprendente el parecido entre

ambos patrones espaciales. Tomado de Murray!0
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miento puede ser el de circulos de concentracion, el de es-
pirales simples rotando y el de espirales de concentracién
con varias ramas, también girando. Ondas similares a éstas
se producen en el fenémeno de agregacion quemotictica
por poblaciones de células de Dictyostelium discoideum, sobre
una superficie de agar. (Figura 2).

La introduccién a principios de este siglo de la ardilla
gris Scirus carolinensis en varias zonas de la Gran Bretana
produjo, después de algunos afios de coexistencia con la ar-
dilla autéctona Scirus vulgaris, ondas de invasiéon de la ardi-
lla introducida. El efecto que esto ha tenido es un desplaza-
miento constante de la ardilla roja Scirus vulgaris de
regiones de Inglaterra, Gales y de las praderas de Escocia.

La propagacién de algunas epidemias dentro de las po-
blaciones, también sigue patrones ondulatorios. Un ejem-
plo de ello es el de la rabia, epidemia que se ha estado pro-
pagando desde hace varias décadas entre poblaciones de
zorras y que actualmente, atin esta presente en Europa.

Los ejemplos de ondas que podemos encontrar tanto en
quimica como en ciencias de la vida, es muy extensa y varia-
da, y como ejemplo podrian citarse sélo algunos como: los
impulsos eléctricos a través del axén de neuronas; las on-
das de concentracién de calcio en los huevecillos de algu-
nos peces; las ondas en el miocardio, etc. Pero ademas de
este tipo de variedad, las ondas también son muy variadas
en cuanto a sus formas; asi las hay: sinusoidales, circulares,
espirales rotando, teniendo una o varias ramas, pulsos, fren-
tes, etc. Ondas que se propagan lenta o rapidamente a tra-
vés de espacios fisicos de una, dos o tres dimensiones. Hay
ondas visibles, pero también las hay invisibles, como lo son
las ondas de radio y las sonoras.

Ya el lector podra imaginar, que ante esta variedad de
ondas, son muchos los problemas matematicos que apare-
cen, como también son variados los enfoques que se han
propuesto para poder describir estos fenémenos ondulato-
rios. Nosotros aqui vamos a intentar hacer la revisién de solo
un tipo particular de ondas: las ondas viajeras, surgidas en
distintos dmbitos dentro de las ciencias quimico-bioldgicas.

A fin de no abrumar al lector por la cantidad de informa-
cién, hemos decidido dividir en dos partes este trabajo. En
la primera de ellas, que es la que el lector tiene ante sus
ojos, se expone tanto el lenguaje y 1a notacién necesarios,
asi como una revisién de los trabajos pioneros en el anilisis
de existencia de ondas viajeras para dos familias de ecuacio-
nes de reaccién-difusién. En la segunda partel3, que sera
publicada en el siguiente nimero de CIENCIAS exponemos,
dos aplicaciones de las ondas viajeras, quizis de las mas re-
presentativas; una en epidemiologia y la otra en neurofisio-
logia. También contendra un resumen de los mas recientes
resultados obtenidos en relacién a la existencia de ondas
viajeras en ciertas familias de ecuaciones de reaccién-difu-
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sion, asi como una breve lista de los problemas de actuali-
dad en el area.

1. Conceptos y notacién necesarios

Un enfoque (el de los llamados modelos continuos) que
ha sido usado con mucho éxito en la descripcién de fené-
menos ondulatorios en quimica, biologia y fisiologia, es el
que utiliza las asi llamadas ecuaciones de reaccion-difusion.
Trataremos de exponerlo de manera sucinta, diciendo que
éstas describen la dindmica de la concentracién de sustan-
cias (densidades poblacionales) que reaccionan (interac-
cionan) y se difunden (dispersan) en el medio (hibitat), al
transcurrir el tiempo. La parte difusiva de aquéllos en su
version mas elemental, proviene de la Ley de Fick, segin la
cual:

“La cantidad de materia transportada en una direccién
dada a través de una unidad de 4rea transversal en una uni-
dad de tiempo, esto es, el flujo T, es proporcional al gradien-
te de la concentracién de materia.”

Si denotamos por ui(?,t) a la concentracién del i-ésimo reac-
tivo en el punto T= (x,y,z) al iempo t, entonces la ley fickia-
na se escribe en términos matemadticos asi:
]_i)(r,t) =-D;Vy, para todo G‘,t) en Q xR+ €))

donde D; es una constante positiva llamada difusividad y
Vy; = (du;/dx, du;/dy, du;/dz). La ecuacién de difusién de
Fick puede ser obtenida sustituyendo (1) en la ecuacion de
continuidad o de balance (véase el recuadro)

du/de=Vico, | @
donde V- J; = d];/9x + d];/dy + dJ;/0z, para darnos

du;/3t = D;V2u, (Tot)
Aqui hemos adoptado la notacién

V2y; = 0%u;/9x2 + 02u;/0y2 + 02u;/922. (3)

En tanto, la parte reactiva o cinética (de interaccién) esti
dada en términos que describen la cinética de las reacciones
involucradas. Tipicamente la Ley de Accion de Masas, misma
que puede enunciarse asi:

“Si una reaccién quimica irreversible se efecttia a tempera-
tura y presién constantes, entonces la velocidad de la reac-
cién es directamente proporcional al producto algebraico
de la concentracién de los reactivos que intervienen.”
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En términos matemaiticos, la Ley de Accién de Masas toma
la forma

8ui/8t = —kiu1u2,...,un. 4
donde k; es una constante positiva, llamada constante cinética.

Si ambos fenémenos (reaccién y difusién) ocurren simul-
taneamente en el sistema que se estd describiendo, entonces
la dindmica espacio-temporal de las sustancias reaccionan-
tes, estd dada por las ecuaciones de reaccién-difusién;
ou;/0t = D; V2u; + f;(uy,uy,...,u, (5)
en las que hemos escrito en la parte reactiva a funciones f;,
que contienen como caso particular a aquéllas que provie-
nen de la Ley de Acccion de Masas (4).

Notese que, incluso en (4) las funciones f; no dependen
linealmente de las concentraciones uj,uy,...,u,. La caracte-
ristica de no linealidad de las ecuaciones de reaccién-difu-
sion (5) hace que, por regla general, la basqueda de solu-
ciones analiticas para ellas sea nada mas que un buen deseo.
Las aproximaciones numéricas, asi como la determinacién
de propiedades cualitativas de las soluciones, juegan un
papel fundamental en los andlisis de casi cualquier sistema
de reaccién-difusién que describa algiin sistema fisico, en el
sentido més amplio de la palabra.

Casos particulares (para formas especificas de las funcio-
nes f;) de sistemas de reaccién-difusién, aparecen en una
amplia gama de édreas cientificas. Las variables de estado
(uy, uy,...,uy) pueden tomar distintas interpretaciones. Por
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DEDUCCION DE LA ECUACION DE CONTINUIDAD

Muchas de las ecuaciones diferenciales que aparecen en la literatura describiendo la distribucion espacial de vaniables asociadas & distintos
fanémenos fisicos, estin construidas sobre 1a base de ciartos principios de balance. La ecuacion de conservacion es una de ellas. Aqui, dare-
mos unia deduccion informal de ella en un caso particular,

Haremos las siguientes suposiciones:

1. Bl movimiento de materia se lleva & cabo en un espacio uni-dimensional, por gjemplo, en un tubo delgado, como se muestra en la figura
£.1. Denotemos por % & la distancia que hay a lo largo del tibo, a partir de una posicidn fijg.

2. El drea de la seccifn transversal del tubo es constante, Denotémasta par A.

Ahora si, empecemos la anunciada deduccion. Para esto, figmonos en aquel tramo del tubo comprendido entrex, x + k, can k>10. Denptamas
por ulxt) 8 la concentracion de particulas (masa en el punto x al tiempo t). Las unidades de u serdn: nimero de particulas por unidad de velumen.

Sea V, la parte del twbo comprendida entre x, » + k. El cambio en la concentracion de particulas en Vy, tiene dos fuentes:

i) El flujo de particulas hacia el intarior y hacia el exterior de Vi

iil Los procesos que introducen nuevas particulas o bien que las degradan localmente. Ejemplos de estos procesos podrian ser Teacciongs
quimicos o bien nacimientos y muertes, si se habla de individuos de una poblacion y no de pa rticulas.
El niimiera de particulas que se encuentran en Vy al iempot, que denotamos por Nyltl, es igual a

X
Nyfth= | Aulstids
&
Sea h=0 |a duracion de un lapso; entonces al tiempo t+h, el nimera de particulas N[t} habra cambiado, ya que algunas particulas habran entra-
do, otras habrén salido y algunas mas se habrin creado o destruido. Luego, el nimero de particulas Nyft+h} an Vy &l tiempo t+h serd:

Hg{m]:ﬁ}kmv[ al niimero de particulas que entran 1 [ el nimero de particulas que salen de Vh]-l- [m niimero de particulas que s crean o 58 ]
&V, durante o intervalo de tiempa h durante el intarvala do tiampa b destriyen durante el imervalo de nempa b il

Definamos al flujo Jixt) de particulas en (x.t) come &l nimero de particulas que cruzan una unidad de area, localizada en x en la direccion posi-
tiva por unidad de tiempo. Denotemos por f{xtul al némero de particulas creadas o eliminadas por unidad de area y por uridad de tiempo an &l
plinto % al tiempo 1, cuando ta concentracian en ese punto es u. Usando esta notacion, la expresion (c.1) se escribe en terminos matamaticos de
la siguiente forma:

B xh nik l | ) ! ' | \ )
Atfsz+hids = | Aulstlds + Adixtih - Adlektih+h | AflstuldS {2 N e = Y,
b} X L]

Usando la suposicion 2y reardenanda, la ecuacion anterior puede escribirse como

usk uek
-I-Iu[s.t +hl— ulstilds == [dx + k1= Jixtlh rJ‘ﬂs;t,ukfs {3
b L

Figur £.1. Un tubo cama models dael espacic wnidimensinal

Dividiendo ambos lados entre h y tomando el limite cuando h — 0, obtenemos la forma integral de la scuacion de balance

a+k x4k
J‘auf&tts.t ls= [Jix ) =kt) = dix+ k)] iJ- fis tulds {4]
X { ]

$i suponemus més suavidad en las funciones u, Ty J, por ejemplo, que tengan derivadas continuas con respecto 2 x, 1, podemos levar la
gcuacian (4) a la ecuacion de balance de su forma diferencial. Para esto, usemos el Teorema del Valor Medio para integrales y re-escribamos
(4} asl
aufat (s, k= [dU =] [x + kil £ fisqtulk i5)
donde x <5y, 5;< % + k. Por (ltimo, dividamas la ecuacién {5) entre k y tomemas &l limite cuando k=0, para obtener la ecuacion deseada
cfertufe ) = —dio (et) i tu)
|a que, dependiendo da |as formas especificas del flujo J y la funcidn f, podra describir los més variados problemas, en distintos ambitos de las
clencias naturales. La deduccion que hemos hecho agui, puede extenderse facimente cuando el espacio s de dimensiones mayores.
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ejemplo: la frecuencia génica en una poblacién que se dis-
persa, el potencial de membrana en modelos de conduc-
cién nerviosa, las densidades poblacionales de especies que
se dispersan en medios heterogéneos; la concentracion de
células en modelos de crecimiento de tumores cancerosos,
- etc. Dentro de esta gama de aplicaciones de los sistemas (5),
debemos mencionar el preponderante papel que éstas han
jugado en la descripcién de formacién de patrones (morfo-
génesis) quimicos y biologicos. En estos patrones se inclu-
yen aspectos que van desde la coloracion del pelaje de algu-
nos mamiferos, hasta la forma y la coloracién de las figuras
geométricas que se observan en las conchas de algunos mo-
luscos10 .

El sistema, (5) junto con las condiciones iniciales
w(10) = u?(_r’), para todo punto T en el espacio fisico Q en el
que se efectile la reaccién, donde las n funciones u?(—f), son
conocidas y las condiciones de frontera? constituyen el pro-
blema matematico al que da origen la situacién fisica que se
pretenda describir.

Los siguientes son algunos de los problemas matematicos
asociados a sistemas de reaccion-difusién que se han venido
investigando en afnos recientes:

. Existencia y unicidad de soluciones. Dar las condiciones bajo
T« un problema con condiciones iniciales y de fron-
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tera admite solucion cldsica o fuerte; es el problema planteado
aqui. Sin embargo, frecuentemente sucede que tales proble-
mas no tienen solucién en este sentido, pero si la tienen
cumpliendo condiciones menos severas, por ejemplo, que
en lugar de ser dos veces diferenciables, con respecto a la
variable espacial, sean solo continuas. Cuando esto ocurre,
se dice que el problema tiene solucién débil.

2. Fenomenas de bifurcacion. Frecuentemente en este tipo
de ecuaciones aparecen parametros con interpretaciéon qui-
mica o biolégica precisa. Al considerar el espacio de las so-
luciones, junto con el de los parametros, resulta importante
determinar la pareja (solucién, parimetro), para la que se
dan los cambios cualitativos en aquéllas. Este es el problema
central aqui.

3. Inestabilidad inducida por difusion. Este fenémeno ocu-
rre cuando un estado estacionario y homogéneo, cambia su
comportamiento cualitativo al incorporar el término difusi-
vo en las ecuaciones. La inestabilidad de Turing, que es un
caso particular de lo anterior, ocurre cuando un estado esta-
cionario y homogéneo es des-estabilizado por la difusién.
Indagar las condiciones cuando esto ocurre, es el problema
central en este caso.

4. Estabilidad global. Uno de los problemas a analizar aqui,
es el de la influencia que tienen los términos difusivos en la
estabilidad global de las soluciones homogéneas de (5). Pre-
cisemos. Supongamos que Uy,...,0;, €s un estado estacionario
globalmente estable del sistema (5) con D; = 0 para todo i.
Las funciones uy (f:t) =10 .. un(f’,t) = 1, constituyen una
solucién estacionaria y homogénea de (5). El problema es de-
terminar si ésta es una solucion globalmente estable de (5).

5. Existencia de soluciones especiales. Sobre este punto se
abundara mas adelante.

Algunos aspectos de estos problemas ya han sido analiza-
dos en la literatura cientifica que versa sobre estas cuestio-
nes?4.

Para los fines del presente articulo es necesario precisar
lo enunciado en el punto ntimero 5 de la lista anterior. Asi,
se tiene que algunas veces el fenémeno a ser modelado
“sugiere” la existencia de soluciones espacialmente hetero-
géneas, pero relativamente ordenadas. Tales situaciones
aparecen, por ejemplo en la reaccién de Belousov-Zhabo-
tinskyl® y en el fenémeno de agregacién quemotictica de
la amiba Dictyostelium discoideuml?. En ambos casos, uno
puede ver espirales rotando: de concentracién de reactivos
en el primer caso y de densidad de células en el segundo.
Véase la figura 2.

En otras situaciones, uno puede observar soluciones que
viajan en el espacio con perfil y velocidad constantes. Ejem-
plos de ello son: los pulsos de voltaje que viajan a lo largo
de nervios, los frentes de invasion de especies, las ondas de
propagacion de epidemias, etc. Este tipo de soluciones reci-
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Figura 3. Caracteristicas de las ondas viajeras: conservan su forma de transcurrir el tiempo y viajan a velocidad constante.

ben el nombre de ondas viajeras, cuya expresién matemati-
ca en el caso escalar (una sola ecuacién) y en una dimen-
si6n, es:

u(x,t) = ¢(x—ct) (6)

donde c es la velocidad de la onda. Dependiendo del signo
de ¢, la onda viaja hacia la derecha (si ¢>0) o hacia la iz-
quierda (si c<0). Véase la figura 3.

A su vez, dentro del tipo de ondas viajeras uni-dimensio-
nales que se han reportado en la literatura, se encuentran
las ilustradas en la figura 4.

En este trabajo haremos una revisién de la existencia de
ondas viajeras para diferentes ecuaciones de reaccién-difu-
sién, surgidas en distintos &mbitos de las ciencias naturales;
trataremos de hacerlo desde sus origenes, hasta el enunciado
de algunos problemas de actualidad en esta drea cientifica.

2. Primeros analisis sobre la existencia de ondas viajeras

En la literatura sobre estas cuestiones, frecuentemente uno
encuentra que los primeros anilisis sobre la existencia de
ondas viajeras estan asociados al estadistico y bi6logo tedri-
co inglés R.A. Fisher’ y a los matematicos rusos A. Kolmogo-
rov, L. Petrovsky y N. Piskounov8. Sin negar la importancia
de la contribucién hecha por estos autores, ciertamente no
fueron los primeros que aportaron algo al estudio de este
tipo de fenémenos ondulatorios en las ciencias quimico-bio-
16gicas. Hasta donde sabemos, el primero fue el cientifico
alemin R. Luther?, quien, para estudiar la propagacién de
un impulso nervioso, hizo una analogia entre este fenéme-
no y la propagacién de una onda quimica. Basandose en
este simil, Luther obtuvoP la férmula c = a VkDE, donde a es
una constante, K es la constante cinética de la reaccién, D es
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el coeficiente de difusion y E es una concentracién, para la
velocidad de propagacién de la onda quimica (del impulso
NErvioso).

Una versién moderna, asi como una discusion del traba-
jo de Luther, puede verse en el articulo de Showalter y
Tysonl4.

Justamente 31 afos después del trabajo de Luther, en
1987, se publicaron el par de articulos mencionados al ini-
cio de esta seccion, los que actualmente se consideran clasi-
cos en esta drea. Ambos surgieron en el contexto de la gené-
tica de poblaciones; de hecho fueron escritos especifica-
mente para describir la propagacién de un gene ventajoso
dentro de una poblacién.

Figura 4. Diferentes tipos de ondas viajeras. (a) frente, (b) impulso, (c)
sharp y (d) oscilatoria
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Aungque los autores citados al inicio de esta seccién no las
establecen explicitamente, las siguientes son las premisas
sobre la poblacién y sobre el hibitat en las que se basa la
ecuacién por ellos analizada:

P.1. La poblacion es diploide, esto es, los individuos de
ésta tienen dos juegos de cromosomas apareados. Un
locus (es decir, un lugar especifico en un cromdsoma)
puede ser ocupado por dos alelos que denotarerribs por
Ay a. Un individuo hijo de padres con estos #l&los,
puede tener cualquiera de los tres genotipos: AA, day Aa.
Los primeros dos son llamados homocigéticos y el terce-
ro heterocigético.

P.2. La poblaci6n se encuentra en equilibrio Hardy-Wein-
ber, i.e., los apareamientos son al azar, no hay mutacién y
tampoco hay movimientos migratorios.

P.3. La poblacién crece en generaciones continuas trasla-
padas. ,

P.4. La poblacién es homogénea i.e., no se considera,
algtin tipo de estructura (de edad, por ejemplo).

P.5. El habitat es utli-dimensional e infinito.

Para la construccién del modelo, denotefhos pot t{x,t) 4 la
probabilidad de ocurrencia del aleld A é# el punto x al
tiempo t. La correspondiente para el dlelo a resulta ser
1-u(x,t). En estos términos, la probabilidad de los genoti-
pos AA, Aay aa mencionados en P.1., resulta ser u2, 2u(1-u)
y (1-u)2, respectivamente.

Puede probarsel2 que bajo estas premisas, u satisface la
siguiente ecuaci6n diferencial parcial de tipo reaccién-di-
fusion:

| Dd?i/ds? + cdu/dx + rua(1-1) = 0%,

donde p, G y 1 son las adecuaciones de los genotlpos A4,
Aa 'y aa respectivamente. Dependiendo de 14 combina-
cion de las distintas adecuaciones, Aronson y Weinber-

| ger! consideran los casos que & consighan en el Cuadro

1. Claramente cada uno de éstos cortesponde d tiferen-
tes aspectos geométricos de 14 parte redctivd eh la ecua-
cién (7).

En esta clasificacién general queda incluida (el caso I la
ecuacién analizada por Fisher y por Kolmogofov ¢t dl.

En lo que resta de esta seccién, nos réstringiremos a re-
visar las principales lineas de trabajo de estos autores. Si el
lector esti interesado en revisar los detalles técnicos,
puede consultar los articulos otiginales o bien versiones
modernas que han sido publicadas. Dentro de éstas, figu-
ran24,

Fisher considerd la ecuacién
du/dt = Do%u/dx2 + ru(1-u) (8)
donde D es el coeficiente de difusién y r es la intensidad de
seleccion en favor del gene mutante A.

Para determinar la veldeidad de propdgacion de la onda
de avance del gene 4, el clentifico inglés uso el siguiente ra-
zondihiento.

Segtitl sus propias palabrds: “Si btiscamos una solucién
de (8), representdtido ufia oridd e forma estacionariac
avatizado con velotidad c, debetri$ poner du/dt = —c du/9x,
y obtener la ecuation difereticidl (§) que involucra una sola
variable independiette.

©)

du/0t = 02u/0x2 + u(l-u) [p-1- (2p - 6 -1) u] ¢ A cofitintiacion, y debido a qtie en esta ecuacion no aparece x
== -~ T —— ——
] Caso | I i I
Comparacion da aasha<An, Aa<AA Ab=Anzaa B <fa
las Adecuacionas aa<hh Aa<aa Ab=pa as=An
Mombre Hatarocigotico Hetaerocigttico Heaterocigdtico Hetarocigdtico
intermadio irferior Imtermadio superior
Garafica da '1"
la parte reactiva
en la ecuacion ‘
7 - -
’ ] NT [TV
| B e — —

Cuadro 1. Diferentes posibilidades para la parte reactiva ent la ecuscién (7). Cada una de éstas, amén del contexto genético en el que se han planteado,
también describen otras situaciones de interés biol6gico. Véanse tas siguientas pagirias.
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explicitamente, Fisher introduce la variable S como
S(x) = S(u(x)) = —du/dx, para reducir el orden de (9). Ast
se llega a la ecuacion:

DS dS/du = ¢S + ru(l-u) = 0.

Enseguida, Fisher argumenta: “En el punto de inflexion
dS/du = 0 y ¢S = ru(l-u).... Si S/u tiende a un limite k,
cuando u — 0, entonces k debe satisfacer la ecuacién cua-
draticad

Dk2 —ck+r=0
la cual tiene raices reales solamente si ¢2 > 4Dr”.

Nétese que si ¢ satisface esta desigualdad, entonces el
equilibrio u(x) = 0 es localmente estable, siendo monétona-

mente decreciente la forma de acercarse a él.
Mediante otros argumentos de plausibilidad, Fisher con-

Ug A

S 8 & o 0 & 0 ® 0 8 0 0 s 0 s s 0 2 000

cluye que sblo para esos valores de c existe solucién de
forma estacionaria para la ecuacion (8)5.

3. Anlisis del retrato fase: el enfoque clasico

En el articulo de Kolmogorov ¢t al., se encuentra el primer
tratamiento formal sobre el anlisis de existencia de solucio-
nes del tipo onda viajera para ecuaciones diferenciales par-
ciales parabolicas. Las ideas centrales de la metodologia in-
troducida por estos autores ain continiia usindose en la ac-
tualidad. Kolmogorov et al., consideran una ecuacion de
reaccion-difusion que, por su generalidad, incluye a aquélla
que describe el caso I del cuadro 1. Esta es

ou/0dt = Do%u/dx2 + f(u)  10)

donde D es una constante positiva y la funcién f es diferen-
ciable en [0,1] y satisface las condiciones:

£(0)

2.£7(0) 0, (1)<0.
A la ecuacioén (10) siendo f como lo hemos indicado aqui, le
llamaremos ecuacion clasica de Fisher-KPP.

Previo al anlisis formal, los autores dan el siguiente razo-
namiento de plausibilidad para determinar, tanto la forma
de la onda de avance del gene ventajoso, como las condicio-
nes a la frontera que ha de satisfacer la soluci6én de (10) que
describa la situacién biolégica. Supéngase que en el mo-
mento inicial (en t = 0) la probabilidad u del alelo A,
u(x,0) = uy(x) es uno a la izquierda de un punto x, y cero
a la derecha de x;. Esta situacion puede interpretarse asi: el
alelo A domina en la regién x < x, y esta ausente en aquella

4

[a]

Frgury 5, Compartamiene de L probubilidad o, () Probalalidad al empo

el hibie

=
(b) X

iy A medida que-el gempo tanmenta, ¢l gene ventjoso se establece on
| B
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region del habitat para la que x > xy. En términos matemati-
cos, lo anterior implica que en t = 0 la probabilidad de u
estd dada por

1, parax <%,

u(x,0) = ug (x) =<O o

11

En la figura 5(a) se puede observar lo expresado aqui. En
ésta, hemos tomado por comodidad x;= 0.

Debido al cardcter dominante del alelo A en la regioén x < 0,
se esperaria que al transcurrir el tiempo se difundiera a la
derecha de x = 0 y, eventualmente (después de trascurrido
un tiempo suficientemente grande), se establezca para x > 0.
Igualmente uno esperaria que la forma en que se diera este
proceso difusivo fuera “suave”, segiin lo ilustra la figura
5(b). De ésta se tienen los dos comportamientos asintéticos:

u—1 para x = —eo y u =0 para x —-o.

Determinar el perfil limite (para t— +w) de esta onda de
avance, asi como la velocidad de movimiento (de izquierda a
derecha) de aquélla, son dos de los problemas centrales aqui.

Dicho lo anterior, centrémonos en la linea de trabajo de los
matemnaticos rusos. Para ello enunciemos el siguiente problema:

Problema 1.(P.1). Investigar la existencia de soluciones
del tipo onda viajera u(x,t) = ¢(x—ct) para la ecuacién (10),
con condici6n inicial u(x,0) = uy(x) tal que 0 <uy(x) < 1 para

toda x, cumpliendo las condiciones de frontera ¢(—<) =1y
¢(+o0) =0 y sea tal que® 0 < ¢(§) < 1 para todo & = x—ct.

La metodologia introducida por Kolmogorov et al., con-
siste en escribir la ecuacién (10) como un sistema auténo-
mo de ecuaciones diferenciales ordinarias y re-enunciar el
problema P.1. en términos de determinar su retrato fase
cuando los parametros (en ellos se incluye la velocidad c)
cambian. Precisemos. Supéngase que (10) tiene soluciones
de la forma u(x,t) = ¢(x — ct). Sustituyendo ¢ en (10) obte-
nemos una ecuacién diferencial de 2°. orden y consideran-
do las condiciones iniciales y de frontera en P.1., damos
lugar al siguiente problema:

DA24/8E + cd¢/dE + f(6)

O(—2) =1, §'(+20) = 0; ¢(+) = 0, ¢' (+00) = 0
con ¢'(§) <0y 0 < ¢(&) <1 para toda § en el intervalo (—eo,40).

Introduciendo la variable v como d¢/d =v, la ecuacién di-
ferencial de segundo orden puede ser escrita como un siste-
ma autéonomo de dos ecuaciones diferenciales, el que, junto

¢ E N C1 A S
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con las condiciones de frontera anteriores, conduce al si-
guiente problema:

Problema 2.(P.2). Investigar la existencia de soluciones
del siguiente problema con condiciones de frontera.
1

v =1/D[-cv-£(9)] (12)
con §(-0) = 1, v(—e0) = 0; ¢(+0) =0, v(+) =0
0 < (&) <1yv(E) <0 para todo &€ (—oo, +).

Puede demostrarse que los problemas P.1. y P.2 son
equivalentes en el sentido de que la existencia de una so-
lucién a P.1 implica la existencia de una solucién P.2 y vi-
ceversat.

Dado que el sistema (12) no es lineal, no debe esperarse
que se pueda determinar de inmediato la solucién
(¢,v) de (12), cumpliendo las condiciones de frontera ex-
presadas en P.2. En vez de este enfoque cuantitativo, prefe-
rimos analizar el comportamiento cualitativo de las trayecto-
rias de (12). Aqui, el primer paso es encontrar las solu-
ciones de equilibrio de (12), es decir, aquellas que no cam-
bian con & por lo que

do/dE = dv/dE =0

y por lo tanto satisfacen el par de ecuaciones algebraicas

%

Usando las condiciones impuestas a f se tiene que Py = (0,0)
y P; = (1,0) son los tnicos estados de equilibrio de (12). De-
bido a las condiciones de frontera en P.2. buscariamos el
juego de parimetros para el que existen trayectorias de
(12) que conectan P con Py y lo hagan de tal manera que
0<¢(€) <1, v(§) <0 para toda &e (—oo,+0).

v=0
—cv—£($) =0

Po |
$=)

|

(a)

Mediante técnicas cualitativas, se concluye que el compor-
tamiento local, i.e., en vecindades de los puntos de equilibrio
Py y Py, de las trayectorias de (12) es, segiin lo ilustra la figu-
ra 6(a), siempre que 0 < ¢ < 2 [Df'(0)]1/2, mientras que si
¢ 22 [Df'(0)]1/2, es el mostrado en la figura 6(b).

El siguiente paso en este analisis consiste en ir mas alla
del comportamiento local y completar el retrato fase de
(12). La obtencién del comportamiento global de las trayecto-
rias de (12), requiere del uso de técnicas de andlisis un
tanto mas finas, cuya exposicion rebasa las pretensiones de
este trabajo. El lector interesado puede consultar [2]. Por
ahora baste decir que para cada ¢ tal que 0 < c < 2 vV Df'(0)
el retrato fase es como se muestra en la figura 7(a). El co-
rrespondiente para cada ¢ cumpliendo ¢2 ¥V Df'(0) es
como en la figura 7(b).

Examinemos los retratos fase de la figura 7. En el prime-
ro de ellos (figura 7(a)), vemos que la trayectoria de (12)
que “viene” de Py (esto es, tal que ¢(—0) =1 yv(—0) =0) y
termina en Py (esto es, tal que ¢(+o0) = 0 y v(+) = 0) lo hace
girando en espiral alrededor de Py. Este comportamiento
implica que una de las condiciones que ha de cumplir ¢ es
violada. A saber, aquella que expresa 0 < ¢(&) < 1 para todo &,
Por lo tanto este retrato fase no es el consistente con la rea-
lidad biolégica que se pretende describir. Situacién diferen-
te se da en la Figura 7(b). En ésta, la trayectoria que “viene”
de Py i.e, tal que ¢(—o2) = 1 y v(—=) = 0, tiende a Py cuando
E—+o0, es decir, §(+) = 0 y v(+e0) = 0, y para todo § ocurre
que 0 < ¢(&) < 1, siendo ¢'(§) < 0 para —eo <& < +oo,

De la discusién anterior tenemos la siguiente conclusién:
para cada c 2 2 VDf'(0) el problema P.2. posee una solu-

[ ci6én. Equivalentemente: para cada c 2 2 VDf'(0) existe una

trayectoria heteroclinica (véase la nota f), que conecta el

| punto Py con Pyy 0 < ¢(§) < 1. En virtud de la equivalencia

entre P.1 y P.2., la conclusion anterior significa: para cada

1/,-
IFX¢
NN

(b)

Figura 6. Cottiportamiento local de las trayectorias del sistema (12) para diferentes valores de c.a. Para O<c<2[Df’ (0)11/2, b, Para c22[Df" (0)]1/2,
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Figura 7. Retrato fase del sistema (12) para diferentes valores de ¢ con f(u) = u (I-u). (a) Para 0 < c < 2[Df'(0)]1/2. Este comportarniento no es consistente
con el problema biolégico. (b) Para ¢ 2 2{Df'(0)]/2. La trayectoria heteroclinica que va de P; y Py, da la onda de avance del gene ventajoso. Véase el texto.

c 2 2 VDf'(0), la ecuacién (10) posee una Unica solucion
del tipo onda viajera, cuyo perfil es de frente (véase la figura 4)
y satisface las condiciones a la frontera ¢(—) = 1y ¢ (+o<) = 0.

En los Gltimos afios se ha refinado la cota para la veloci-
dad c, para la que la ecuacién (10) admite soluciones del
tipo onda viajera. De hecho, puede probarse* que para cada
c 2 c siendo c tal que

2 VDF'(0) < 2VD sup [f(¢)/¢]
0<o<1

la ecuacién (10) tiene por solucién a una tinica onda viajera
u(x,t) = ¢(x—ct) que satisface las condiciones expresadas en
P.1. Ademas de su resultado sobre existencia, Kolmogorov et
al., probaron (por cierto, de una forma nada trivial) que la
solucién de (10) con condicién inicial (11), al transcurrir el
tiempo se convierte en una onda viajera cuya velocidad es

c=2VDF(0).
4. Ondas viajeras en la ecuacién de Naguno

Aqui consideraremos brevemente el caso heterocigético in-
ferior del cuadro 1, en el que la parte reactiva f tiene tres
raices en el intervalo [0,1]. Tipicamente un polinomio ciibi-
co de la forma f(u)=u(l-u) (u—a) con O<oxl1, satisface las

propiedades cualitativas bosquejadas ahi. Cabe mencionar
que, ademas de la interpretacién genética anterior, una
ecuacion de reaccién-difusion, con parte reactiva como la
aqui mencionada, también surge en otros contextos. Desde
el punto de vista de la ecologia, esta ecuacién puede ser
vista como una que describe la difusiéon de una poblacién
que exhibe un efecto Allee. Esta es la situacién en la que la
razén neta de crecimiento de la poblacion biolégica es ne-
gativa, si su densidad cae por debajo de un cierto nivel de
umbral (o).

Con parte reactiva como la citada en el parrafo anterior,
la ecuacion (10) es conocida como la ecuacion de Nagumo,
que aparece como una version simplificada en modelos de
conduccién nerviosa. En este caso u es el potencial de
membrana en el axén de una neurona y las raices 0, oy 1
de f son soluciones estacionarias y homogéneas de la ecua-
ci6n(10), cuya interpretacién fisiolégica es la siguiente:
u(x,t) =0 es el estado de reposo; u(x,t) = o es el umbral que
un estimulo puede exceder para excitar al nervioy u(x,t) =1
es el estado excitado.

Para mayores detalles sobre la deduccién de los modelos ge-
nerales de conduccién nerviosa y del comportamiento ondula-
torio asociado a ellos, pueden consultarse’> 11, 13,

Los anilisis sobre la existencia de ondas viajeras para la
ecuacién de Nagumo, fueron concluidos en la segunda
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mitad de la década de los aios 70. La variedad de solucio-
nes del tipo onda viajera para tal ecuacién es notablemente
mayor que la observada para la ecuacién de Fisher-KPP.
Esto se debe a que el correspondiente sistema auténomo de
ecuaciones diferenciales tiene tres puntos de equilibrio
(Pg = (0,0), Py = (0,0) y P; = (1,0)) en lugar de dos como
ocurre en el que estd asociado a la ecuacion clasica de Fisher-
KPP. Como el lector imaginari, los analisis para probar la
existencia de trayectorias, conectando pares de puntos de
equilibrio (heteroclinicas) al variar la velocidad c, se vuelve
un tanto mas elaborado8. No obstante ello, se ha probado? 6
la existencia, para valores positivos de ¢, de los siguientes
tipos de ondas viajeras para la ecuacién de Nagumo: oscila-
torias, frentes y frentes amortiguados. En la figura 8 se ilus-
tran, tanto los retratos fase del sistema de ecuaciones dife-
renciales, como los perfiles de las ondas viajeras, asociadas a
las distintas trayectorias heteroclinicas. Es de destacarse
aqui la existencia de un tnico valor de la velocidad c para el
que existe una onda viajera de tipo frente conectando los
estados u(x,t) =1 yu(x;t) =0.

El problema de la convergencia hacia ondas viajeras de
soluciones de la ecuacién (10) siendo f como en esta sec-
cidn, para ciertas funciones condicién inicial, también ha
sido ya completamente resuelto3. @
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Notas

a. Las condiciones de frontera pueden ser de tres tipos: i) Dirichlet, la cual
da la concentracién de los reactivos para todo tiempo en la frontera, dQ de
Q, i) Newmann, ésta da el flujo de los reactivos a través de la frontera del
sitio en el que se lleva a cabo la reaccién y iii) Robin, ésta es una combina-
 cién de ambas, la de Dirichlet y la de Neumann.

; b. Cuando Luther expuso su trabajo en 1906, dentro de los escuchas se en-
contraba el Professor G. Nerst, descubridor de Ia Tercera Ley de la Termo-
dinimica, quien, entre otras cosas, pregunté: ¢quién dedujo esta formula? y
¢ha sido publicada ya? Las respuestas de Luther fueron: “yo mismo” y “no,
pero es una consecuencia inmediata de la ecuacién diferencial”, respectiva-
mente. Cuando el propio Nerst le pregunt6 el valor numérico de a, Luther
replicé: “su valor es entre 2 y 10 y no tiene dimensiones” 8.

c. La onda de forma estacionaria de Fisher corresponde a la onda viajera
'~ nuestra. En efecto, si abusamos de la notacién y escribimos u(x,t) = u(x—ct) = u(§),
~ tenemos du/dt = du/d& 9&/dt = —cdu/d&, y du/dx = du/dE 9E/dx = du/dE.
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Usando ambas expresiones se llega a la sustitucién que propone Fisher.

d. Realmente, ademais de suponer que S/u—k cuando u—0, Fisher hace la
aproximacién dS/du = §/u cuando u—0, pues si tal es el caso, efectiva-
mente k satisface la ecuacién cuadritica mencionada en el texto.

e. En virtud de que u(x,t) es una funcién de probabilidad, debe satisfacer
0 <u(x,t) <1 para toda pareja (x,t). Por otro lado, bajo las condiciones im-
puestas a la funcién fy a la condicién inicial u, puede probarse* que para
cada ug existe una dnica solucion u de (10) cumpliéndo 0 < u(x,t)
<1 para todo (x,t). Por lo demis, en virtud de lo expresado al inicio de esta
nota, son éstas las soluciones aceptables.

f. A las trayectorias de un sistema de ecuaciones diferenciales que conectan
pares de puntos de equilibrio, se les llama heteroclinicas. En caso de que se
trate del mismo punto de equilibrio, a tal trayectoria se le llama homoclinica.
g- Y por lo tanto, segiin la equivalencia entre P.1 y P.2,, la existencia de
ondas viajeras para (10). Las condiciones a la frontera que éstas satisfagan
dependeri del tipo particular de conexién que se dé.
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