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Ondas
viajeras Il

LOURDES ESTEVA PERALTA
FAUSTINO SANCHEZ GARDUNO

En la publicacién anterior de cien-
cias, hablamos de un tipd particular de
ondas que se presentan con cierta fre-
cuencia en la naturaleza: las ondas via-
jeras. Estas se desplazan en el espacio
a velocidad constante sin perder su
forma. En el contexto matematico,
una onda viajera corresponde a una
solucién especial de una ecuacién de
reaccién y difusién, cumpliendo cier-
tas condiciones de frontera.
Detallaremos ahora dos aplicacio-
nes de las ondas viajeras en biologia.

1. Algunas ondas viajeras
en epidemiologia

El estudio de las epidemias tiene una
larga historia. Esta incluye una gran

cantidad de modelos y explicaciones
encaminadas a desentrafar los meca-
nismos que dan lugar a la propagacién
de los brotes epidémicos.

La contribucién fundamental a la
epidemiologia matemitica fue dada
por Kermack y Mc Kendrick?, quienes
postularon un modelo que describe el
desarrollo temporal de una enferme-
dad que se transmite por contacto di-
recto, con la caracteristica de que
quien la padece, se recupera e inmuni-
za. En este modelo, la poblaciéon total
se divide en clases; usualmente se dis-
tinguen tres grupos:

1. Los susceptibles (8). Individuos pro-
pensos a adquirir la infeccion.

2. Los infecciosos (I). Padecen la
enfermedad y pueden transmitirla.

3. Los recuperados (R). Individuos
reestablecidos de la enfermedad, ya in-
munes a ella.

Para describir la dindmica temporal de
la enfermedad, es suficiente conocer
el nimero de individuos de las tres
clases arriba mencionadas para todo
tiempo t. Denotemos por S(t), I(t) y
R(t) el niimero de individuos de cada
clase al tiempo t. Estas cantidades de-
penden a su vez del flujo de individuos
de una clase a otra. Un caso particular
es aquel en el que se consideran las si-
guientes premisas sobre la transmision
de la enfermedad:

1. Los susceptibles se infectan a una
tasa proporcional al nimero de infec-
tados? por el nimero de suceptibles.
Denotemos por r > 0 a la constante de
proporcionalidad. La interpretacion
de r, es la siguiente: es una medida de
la transmision de la enfermedad y de-
pende de muchos factores, entre ellos
la virulencia del agente infeccioso, la
resistencia del huésped y las condicio-
nes ambientales.

Lo expresado en esta premisa
puede parafrasearse asi: la pérdida de
individuos susceptibles y la ganancia
de individuos infecciosos es igual a la
cantidad rSIL.

2. Los infecciosos abandonan su clase,
para formar parte de los recuperados
a una tasa per capita a.

3. El periodo de incubacion es lo sufi-
cientemente pequefio como para no
tomarse en cuenta, €sto €s, un suscep-
tible que contrae la enfermedad es in-
mediatamente infeccioso.

4. La poblacion total

N = §(t) + I(t) + R(t) permanece cons-
tante.

Bajo estas premisas, las variables S(t),
I(t) y R(t) satisfacen el siguiente siste-
ma de ecuaciones diferenciales:

§(t) = -rSI
I’(t) = rSI-al (1.1)
R'(t) = al

el que, aunado a las condiciones ini-



No. 37 ENERO-MARZO 1995

Figura 1. Trayectorias en el plano fase SI del
sistema (1.1).

ciales, S(0) = Sy, 1(0) = I y R(0) = Ry,
completan el problema matematico a
analizar. Al sistema (1.1) se le conoce
como Modelo de Kermack y McKen-
drick o modelo SIR.

Notamos que, en virtud de la cons-
tancia de la poblacién total, basta con
analizar el curso temporal de dos de
las tres variables que aparecen en el
modelo. Seleccionamos S(t) e I(t).

La figura 1 ilustra las trayectorias
del sistema compuesto por las dos pri-
meras ecuaciones de (1.1).

Cada trayectoria en el plano SI esta
determinada por las condiciones ini-
ciales Sy, Iy. Una situacion epidémica
ocurre formalmente si el nimero de
infecciosos aumenta, esto es, si I(t) > I,
para t > 0. De la figura 1 se observa
que esto ocurre siempre y cuando se
satisfagan las condiciones:

a) Ij>0.
b) S¢g>a/r o, rSp/a> 1.

La figura 2 muestra el comportamien-
to temporal del nimero de infectados
I para 5y > a/r y Sy < a/r, respectiva-
mente.

Definimos el nimero reproductive R,
como el cociente
Ry=rSy/a (1.2)

R, tiene el siguiente significado: es el
nimero de infecciones secundarias

producidas por un caso infeccioso pri-
mario, en una poblacién de S; suscep-
tibles. Si més de un caso secundario se
produce a partir de una infeccién pri-
maria, entonces Ry > 1. Claramente en
esta situacion se habra producido un
brote epidémico. Este es el contenido
del Teorema del umbral de Kermack y
Mckendrick, que establece: La condi-
cién umbral de ocurrencia de una epi-
demia es Ry> 1.

El teorema del umbral tiene impli-
caciones importantes. Veamos. Si Ry > 1,
entonces existe una poblacién minima
de susceptibles S.=a/r para que pueda
ocurrir un brote epidémico. En estos
términos se tiene que una enfermedad
puede erradicarse vacunando a una
fraccién p de la poblacién susceptible,
de suerte que la poblacién restante no
exceda el valor critico S...

Gran parte de los modelos matema-
ticos en epidemiologia tienen como
proposito la descripcién del curso tem-
poral de una epidemia, siendo la difu-
sién geogrdfica de una enfermedad un
fenémeno poco estudiado. Sin embar-
go, es un hecho que las enfermedades
viajan: la peste negra que azot6 a la
Europa medieval fue llevada desde el
oriente por las caravanas de comer-
ciantes de pieles. Los conquistadores
espaiioles trajeron en sus barcos el
virus de la viruela a América. Hoy, de-
bido al desarrollo de los medios de

transporte las enfermedades viajan
mas rapido de un continente a otro.
Asi, una descripcién mas completa de
un brote epidémico debiera conside-
rar el aspecto difusivo del mismo.

En los dltimos afios han habido
aportaciones importantes al estudio
de la propagacién espacial de una en-
fermedad. Entre ellos cabe mencionar
los trabajos de Kendall8, Mollison9,
Busenberg!, Killen, Acure y Murray5,
Murray et al.10 Igualmente, la escuela
de la ex Unién Soviética ha hecho
contribuciones fundamentales en el
entendimiento de la dispersién de en-
fermedades.

En el enfoque continuo se han pro-
puesto modelos continuos de un siste-
ma de reaccién-difusion, en el que la
parte reactiva esta dada por una va-
riante del modelo sIR. Si denotamos
por Dy, Dy y Dy a los coeficientes de
propagacién de los susceptibles, infec-
tados y recuperados, respectivamente,
entonces un modelo tipico de la pro-
pagaciéon de una enfermedad esta
dado por las siguientes ecuaciones

3S/dt = D;V2S - 1IS
1/0t=DyV2 +1SI-al (1.2)
dR/dt = DyV2R + aR

Kallen, Acuri y Murray® aplicaron este

Figura 2.a. Ntimero de infecciosos como funcién del tiempo cuando Sy > a/r . 2.b. Namero de

infecciosos como fucién del tiempo cuando Sy < a/r.
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tipo de modelos para describir la pro-
pagacién espacial de una epidemia de
rabia entre zorros europeos. A pesar
de que el modelo en cuestién es relati-
vamente simple, las estimaciones teé-
ricas obtenidas a partir de él concuer-
dan bastante bien con las evidencias
epidemioldgicas disponibles.

Tal epidemia parece haber comen-
zado alrededor de 1939 en Polonia, ya
partir de ese afio se ha movido cons-
tantemente hacia el oeste a una razén
de 30 a 60 km por afio. En el modelo
propuesto por Killen et al, se divide a
la poblacién de zorros en dos clases:
susceptibles e infectados. Tomando
como base las caracteristicas epide-
miolégicas de la rabia y las observacio-
nes empiricas sobre el comportamiento
de los zorros (tanto sanos como enfer-
mos) Killen et al. consideran las si-
guientes premisas:

1. El virus de la rabia se transmite de
los zorros infectados a los zorros sus-
ceptibles a una tasa promedio igual a
rSL

2. La rabia es una enfermedad fatal.
Los zorros mueren de rabia a una tasa
per capita a, donde 1/a es la esperanza
de vida del zorro infectado.

3. Los zorros sanos son territoriales.

4. El virus de la rabia produce cam-
bios en la conducta de los zorros. Los
zorros infectados pierden el sentido
de territorio (orientacién) y vagabun-
dean de una manera méas o menos
erritica. Sea D (km2/afio) el coefi-
ciente de difusién de los zorros infec-
tados.

En este modelo no se toma en
cuenta el periodo de incubacién de la
rabia, que puede durar hasta 150 dias.
Murray, Stanly y Brown!? incluyeron el |
periodo de incubacién en un modelo |
mas realista.

Si suponemos que el habitat es uni- |
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dimensional, las premisas 1 2y 3 con-
ducen al siguiente modelo:

0S/dt = -rIS

01/t = Da2I/9X2 + IS - al (1.3)
el que, junto con las condiciones
S(x,0) = So(x), I(x,0) = Iy(x) forman
parte del problema matemaitico al que
conduce la difusién espacio-temporal
de la rabia entre los zorros.

Los datos epidemiologicos de esta
enfermedad sugirieron a los autores
que la forma como se propaga la rabia
es siguiendo un patrén de tipo onda
viajera. La figura 3 muestra las fluctua-
ciones de la densidad poblacional de
zorros como funcién de la onda epi-
zbotica.

Debido a los argumentos del parra-
fo anterior, se puede suponer que:

S(x,t) =s(8) e I(x,t) =1(E)

donde & = x - ct, siendo el comporta-
miento de ambas funciones (S e I)
como el ilustrado en la figura 4.

En virtud de que lo observado en la
realidad es una onda tipo pulso de in-
fectados que se propaga en la poblacién
de susceptibles, el efecto que el paso de
esta onda tiene sobre la poblacion de
susceptibles es que ésta decrezca hasta
un limite S, > 0. (Ver figura 4). De

dircceifin de I epliraaiia =
denaidad
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Figura 3. Fluctuaciones de 1a densidad de zorros suceptibles debidas al paso de la onda epizoética de
la rabia. Datos del Centre National d’Etudes sur la Roge (1977). Tomada de Murray, 1986.
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acuerdo a la figura, las condiciones de
frontera para S e I son las siguientes:
I(-00) =1() = 0; () = §'(~) =0
Sustituyendo I(E) y S(E) en (1.3) obte-

nemos el siguiente par de ecuaciones
diferenciales.

CS' = rIS (1.4)
DI"+CI' +rIS-al =0 donde ' =d/d&

Introduzcamos la variable V=I'. En
estos términos, el sistema anterior se es-
cribe como el siguiente sistema de tres
ecuaciones diferenciales ordinarias:

CS'=rIS

I'=v

V=1 [-ev-1(@S~a)]
D

(1.5)

El siguiente paso en el analisis de exis-
tencia de la onda epizdotica, se reduce
a determinar el conjunto de parame-
tros para los cuales el sistema (1.5)
posea trayectorias heteroclinicas que
cumplan, ademas, condiciones epide-
miolégicas adecuadas.

ek viadera del sistermc |

distancia [km]

Los puntos de equilibrio de (1.5)
estan dados por (8,0,0) con0<S=<1.
En particular el punto (1, 0, 0) es un
equilibrio cuya interpretacién es: el
100% de la poblacién es susceptible,
no hay infectados y la velocidad de au-
mento de éstos es cero.

Las ondas viajeras que nos intere-
san, corresponden a aquellas trayecto-
rias heteroclinicas de (1.5) en el espa-
cio SIV que conectan a un punto de
equilibrio (S, 0, 0) con el punto
(1,0,0) siendo 0 < S, < 1, de tal forma
que ambas S(t) e I(t) permanezcan
positivas para todo t > 0.

Haciendo un analisis local alrededor

del punto de equilibrio (1, 0, 0), se en-

cuentra que dichas trayectorias pueden

existir siempre y cuando se satisfaga la

siguiente relacion entre la velocidad de
propagacion y los parametros a, D, :

i) c 2 2[D(rSy - a)]}/2
11) }»=a/rSO<1

dicién umbral es la misma que se en-
cuentra en el caso de la propagacion
temporal de una epidemia.

La ecuacién i) nos dice que la velo-
cidad minima de propagacién de la
onda epizobtica es
C =2[D(rS, - a)]1/2

La figura 5 muestra la trayectoria
heteroclinica conectando los puntos
(S5x,0) y (1, 0), mientras que la figura
4 jlustra las correspondientes ondas
viajerasparaSel,con A= 5,c= V2.

Comparando la figura 4 con los
datos de poblacién de zorros suscepti-
bles ilustrados en la figura 3 observa-
mos una notable coincidencia en los
frentes de onda ilustrados en ambas fi-
guras. Sin embargo, también hay gran-
des diferencias en el comportamiento
trasero de la onda; la figura 4 no
muestra las oscilaciones que se presen-
tan en la figura 3.

Esto se debe a que el modelo sélo
intenta describir el paso de un frente
epidémico; evidentemente después de
que este frente ha pasado, la pobla-
cién de zorros susceptibles comienza
de nuevo a crecer en un ambiente que
admite un nimero mayor de ellos.
Para reproducir el patrén que se ob-
serva en la realidad, Killen ¢f al. inclu-
yeron en el modelo (1.3) un término
que toma en cuenta la reproduccién
de zorros.

La ecuacién ii) expresa la condicion
umbral para la existencia de una onda
epizodtica. Observemos que esta con-
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2. Ondas viajeras en algunos modelos
de conduccién nerviosa

. Se sabe que una forma basica de comu-

nicacién entre las células del sistema
nervioso es mediante sefiales eléctricas.
El estimulo sensorial se traduce en acti-
vidad eléctrica. La contraccién muscu-
lar se controla por medio de seiiales
que son mandadas por las neuronas.
Una neurona integra las sefiales de

entrada que recibe de muchas otras

neuronas. En respuesta, desarrolla
una senal de salida que se propaga a
otras células nerviosas o musculares.

Para describir este fenémeno, Hod-
kin y Huxley® desarrollaron una teoria
a mediados de este siglo. La parte ma-
teméitica de éste consiste en un sistema
de ecuaciones no lineales acopladas:
una de tipo reaccioén-difusion y tres or-
dinarias. Este sistema describe la varia-
cién espacio-temporal del voltaje y la
corriente eléctrica que fluye a través
de una neurona.

Podemos identificar en una neuro-
na tipica tres estructuras basicas: rami-
ficaciones llamadas dendritas, que ema-
nan del cuerpo de la célula llamado
soma, y un filamento mas largo que las
dendritas, originado también en el
somay al que se denomina axén.

La variable fisica que se mide usual-
mente en el laboratorio es la diferen-
cia de voltaje a través de la membrana
de la neurona que se denota como po-
tencial de membrana; y sus unidades
son milivolts (mV). Cuando la célula
no ha sido excitada por otras células o
artificialmente por medio de una des-

- carga eléctrica, al potencial que se re-

gistra se le llama potencial de reposo.
Las corrientes de iones Potasio (K*)
y Sodio (Na*) —que fluyen tanto en el
interior de la neurona como a través
de su membrana— producen cambios
en el potencial de ésta. Estos cambios
son precisamente las sefiales mediante
las cuales se establece la comunicacién
entre las neuronas. Las caracteristicas
de las sefales que pueden producirse

dependeran de la estructura, geome-
tria y propiedades fisicas de cada
membrana. Un tipo de sefial observa-
do es el impulso nervioso, evento de
corta duracién (milisegundos) de na-
turaleza electroquimica que viaja
como una onda a velocidad constante
a lo largo del ax6n. Durante el impul-
so nervioso el potencial de la membra-
na cambia. A dicho cambio se le llama
potencial de accién y su valor maximo
es alrededor de 100 mV por arriba del
potencial de reposo. La forma tipica
del potencial de accién se encuentra
ilustrada en la figura 6.

En un axén largo y uniforme, la ve-
locidad de propagacién del impulso
nervioso varia desde 1 m/seg hasta
100 m/seg.

Ahora bien, para que un impulso
nervioso comience se requieré de un

c 1
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estimulo suficientemente grande; uno
pequerio producird s6lo una respuesta
local.

Se dice entonces que existe un um-
bral para que ocurra una excitacién ner-
viosa. Una vez alcanzado el umbral,
tanto la velocidad de propagacién del
estimulo nervioso como la forma del
potencial de accién no cambia si se au-
menta la intensidad del estimulo. Esto
es, un estimulo mayor produce la
misma respuesta.

Los sistemas biolégicos y quimicos
que presentan propiedades similares a
las descritas en el parrafo anterior se
llaman excitables. El ax6n es un ejem-
plo tipico de este tipo de sistemas.

Se tiene entonces que el axdn
transmite sucesiones de impulsos ner-
viosos, originados en el soma, hacia
otras células nerviosas o también hacia

Foto: Marcus Schneck
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fibras musculares. La informaci6n re-
cibida por estas células es codificada
de acuerdo a la frecuencia de los im-
pulsos.

A mediados de este siglo, Hodgkin,
Huxley y Kats descubrieron, a partir
de una serie de experimentos en ex-
tremo finos —para los cuales usaron
el ax6n del calamar gigante—, que el
impulso nervioso basicamente se pro-
duce por el flyjo transmembranico de
iones. Basados en la evidencia experi-
mental, hicieron la analogia entre el
axén y un circuito eléctrico obtenien-
do, de esta manera, un modelo mate-
matico para descubrir la formacién y
propagacién del impulso nervioso.
Para su deduccién, comenzaron por
considerar un segmento de axén con
una seccién circular uniforme de dia-
metro d. La imagen fisica que nos po-
demos hacer del axén es la de un tubo
de membrana delgada que encierra al
liquido intracelular.

Una resistencia ohmica R;(ohm/cm)
caracteriza a este liquido. La membra-
na estd representada en el circuito
eléctrico como un capacitor cuya ca-
pacitancia C (uF/cm?) es constante,
en paralelo con circuitos por los cua-
les se conducen las diferentes corrien-

Ro Ro

tes iénicas. La figura 7 muestra el mo-
delo fisico del axén.

La resistencia Ry del medio extrace-
lular influye de manera insignificante
tanto en el potencial de membrana
como en las corrientes a lo largo y a
través del axén, por lo que no se toma
en cuenta. Por ultimo, la Unica varia-
ble espacial que es relevante en el fe-
némeno es la distancia x, a lo largo
del segmento de ax6n. Insistimos en
que las suposiciones del parrafo ante-
rior estan basados en la evidencia ex-
perimental.

Denotamos por v(x, t) e I,(x, t) a
la desviacién del potencial de mem-
brana de su valor de reposo y a la den-
sidad de corriente de membrana (por
unidad de area) en el punto x, al tiem-
po t, respectivamente. Por conven-
cién, tomaremos como corriente posi-
tiva la que fluye hacia el exterior del
ax6n. De acuerdo al modelo fisico, I,
se compone de la corriente i6nica
(Iion) ¥ la corriente capacitiva I . Se
cumple entonces la siguiente relacion
I, (x,0)=1.(x,t) + L, (x,t). (2.1)
Puesto que en un capacitor se cumple
la relaciéon

N

&K %

/

Membrana Celular

L1 sl amn—L
R,' Ri

Axdén (Interior

ey

I IV

Figura 7. Modelo fisico del axén. gg, gn, Y 8q son las conductancias de K, Na* y Cl- respectivamente;
R, y R, representan las resistencias del medio ambiente interior y exterior respectivamente; C denota

la capacitancia de la membrana.
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70)

Ic= Cov/ot

entonces la ecuacion (2.1) toma la
forma

[Cav/ot] L,

La corriente i6nica L5, depende de
v(x,t) y de la permeabilidad de la
membrana al paso de los distintos
iones,

Denotamos por ij(x,t) a la corriente
intracelular a lo largo del ax6n y con-
vendremos en que ésta sea positiva
siempre que fluya en el sentido de las
x crecientes. De acuerdo a la ley de
Ohm, j; satisface la siguiente relacion:

i (x,t) = - (d2/4R;) (8v/9%) (x,t)

por otro lado, la conservaciéon de la
corriente eléctrica requiere

La corriente el gradiente corriente
de membrana]  negativo + aplicada
por unidad de la corriente por unidad
de longitud axial de longitud

que en términos matematicos
presa como:

oid  3i/x+lnd

De esta relacion de balance y de las
ecuaciones (2.3) y (2.4), se obtiene la
siguiente ecuacién parabélica para
v(x,t):

C(ov/ot) =
[d/4R;] [92v/0x2] ap

Para completar el modelo necesita-
mos, ademas, una expresién de la co-
rriente ionica en términos del voltaje.
A tal expresion se llega analizando la
ecuacién (2.5) bajo las siguientes con-
diciones.

Si de (2.5), se eliminan las corrien-
tes capacitiva e intracelular, la corrien-
te i6nica sera igual a la corriente apli-
cada por el electrodo Ly, Esta observacion
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e

a B Corvas reoricas de ton (6v) versus t,
s a partir del modelo de H. y H. para

distintos voltijes v

fue puesta en practica en el laborato-
o por Hodgkin y Huxley mediante
- ingenioso dispositivo experimental
Hamado método de fijacion del voltaje.
Este consiste en introducir un electro-
do muy fino a lo largo de la porcién
de axan bajo estudio. Con esto se eli-
minan los cambios espaciales de la co-

rmiente v del potencial de membrana vy,
por tanio, 8v/dx = 0. Ademads se puede
maniener el potencial de la membra-
na del axén a cualquier nivel constan-
te deseado. Asi, una vez fijado el volta-

je s& elimina también la corriente
capacitiva, va que gv/dt = 0. Cuando el
voliaje se fija en un valor constante v,
L'! COIments 10nica comicnzia a I_iI_I]'_I‘-i'.I]
con ¢l tiempo, y se debe aplicar una
corriente apropiada I,, para que el
voliaye se mantenga en el valor prefija-
tlo

Por lo tanto, la variable i6nica para
thistintos voltajes s mide a través de la
corriente aplicada. En este contexto
usareImos la notacion
Lo (et) = Lgn (6v),
yla ecuacién (2.5) implica que:

Iion(t; V) = Iap(t; V)

De esta forma Hodgkin y Huxley hicie-
ron las grificas de la corriente i6nica
I, como funcién del tiempo. Estas se
ilustran en la figura 8. De hecho, son
las curvas tedricas obtenidas a partir
de su modelo: las predicciones con-
cuerdan bastante bien con las curvas

€Xper inentales.

Hodgkin y Huxley descompusieron
la corriente i6nica en la suma de las
corrientes iénicas individuales; basa-
dos en las evidencias empiricas, descri-
bieron el flujo temporal de cada una
de esas corrientes por medio de una ecua-
cién diferencial ordinaria.

Asi, el modelo propuesto por H. y
H. consiste, entonces, de una ecuacién
de reaccion y difusién y 3 ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Los rasgos cualitativos de este mo-
delo son consistentes con el comporta-
miento observado en el laboratorio.
Entre estos se encuentran: la propaga-
cién del impulso nervioso, la propie-
dad de umbral para su iniciacién, de-
pendencia de la propagacidén y del
umbral respecto 2 la temperatura y
otros parametros.

La figura 8 compara el potencial de
accioén tedrico obtenido con el mode-
lo de Hodgkin y Huxley, con uno ex-
perimental.

Como puede apreciarse, la forma
de ambos coincide bastante bien. La
velocidad de propagacién del primero
es de 18.8 m/seg mientras que la del
segundo es de 21.2 m/seg.

A partir del modelo de H. y H. se
pueden calcular las corrientes idnicas
tedricas que se usan para describir los

eventos ocurridos durante el impulso
nervioso. La corriente longitudal pro-
ducida por el potencial de acci6én eleva
el potencial de la porcién de la mem-
brana situada justo enfrente hasta un
valor umbral. Una vez alcanzado éste,
fluye una corriente riapida de sodio
hacia el interior de la célula, lo que a
su vez eleva el potencial de membrana
aun mas. Cuando v se aproxima a los
100 mV, la corriente de sodio comien-
za a disminuir y una corriente de pota-
sio fluye hacia el exterior, haciendo
que el voltaje v disminuya hasta alcan-
zar el punto de reposo. Asi, sucesiva-
mente se transmite el impulso nervioso
alo largo del ax6n.

Aunque el modelo de H. y H. es sa-
tisfactorio desde el punto de vista
cuantitativo y cualitativo, tiene el in-
conveniente de que su analisis mate-
matico es en extremo complicado.
Por esta razén se han propuesto mo-
delos mas simples que capturan los
rasgos fundamentales de dicho mode-
lo. El mas conocido y particularmente
util es el propuesto por Fitzhugh3y
Nagumoll.

Este consta de sélo dos ecuaciones
diferenciales, no obstante presenta so-
luciones que imitan muchos de los fe-
némenos de excitacién y propagacion.
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Figura 9. Potencial de accién teérico (figura superior) obtenido a partir de las ecuaciones de H. y H.,,
y potencial de accién registrado experimentalmente (figura inferior). Las comparaciones se muestran
para dos escalas de tiempo (izquierda y derecha) (Tomado de Hodgkin y Huxley, 1952).
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Esti basado en el hecho de que la acti-
vacién del sodio es rapida, mientras
que su desactivacién y la activacion del
potasio son lentas.

Si observamos los perfiles I6n (t;v)
para v = 100 mV, en la figura 8, pode-
mos identificar un minimo local que
ocurre poco tiempo después de que se
ha fijado el voltaje v. Si denotamos por

Ip(v) a dicho minimo y graficamos |

Ip(v) vsv, obtenemos la curva ilustra-
da en la figura 10, similar a la que se

obtiene graficando a la corriente de .

sodio en su fase de activacién. Esto
nos dice que Ip refleja la activacion
del sodio.

Ahora bien, de la figura 8 también
se observa que cada una de las curvas
ahi ilustradas tiende lentamente a un
estado estacionario I (v) cuando t
tiende a infinito.

Lo anterior sugiere que L, (t; v)
puede ser modelada como la suma de
dos componentes, una rapida denota-
da por f(t; v) y otra lenta denotada
por w(t; v).

Suponemos que f actiia tan rapido
que podemos considerarla constante
en el tiempo, esto es, dependiendo
solo de v, asi:

f=1£(v)

Suponemos ademas que w, satisface
una ecuacion diferencial de la forma

IW/t= (We/V-W) /T, conw(0;v) =0 (2.6)

Esta ecuacion nos dice que la variable
w, tiende a w,(v) cuando t, tiende a
infinito y lo hace con una rapidez que
depende de T,,.

Para tiempos muy pequeiios, la va-
riable w es muy pequena, por lo que
Ipw) =£w) (2.7

Para tiempos muy grandes w es
aproximadamente igual a

W (V) por lo que
I (V) = £(v) + W (V) (2.8)
(Recuérdese que f, no depende de t)

La funcién f(v) imita la activaciéon
del sodio en el modelo de H. y H. y
esta asociada a los mecanismos de ex-
citabilidad. La variable lenta w, imita
la desactivacién del sodio y la activa-
cién del potasio. Como estas dos tlti-
mas variables son responsables de que
el potencial de membrana regrese a su
estado de reposo, Fitzugh se refirié a
ellas (y como consecuencia a w) como
las variables de recuperacion.

Una aproximacion que usualmente
se hace en este tipo de modelos es
reemplazar w,(v) por el término pro-
porcional a v.

A la versién final del modelo de Fit-
zugh-Nagumo se llega cambiando las va-
riables originales por otras, las cuales son
adimensionales. En estas dltimas varia-
bles el modelo citado se escribe como:

av/ot=02v/9x2 - f(v) - w
aw/dt = b(v - yw)

(2.9)

donde la grifica de f, tiene el aspecto
cualitativo de aquella correspondiente
a un polinomio ciibico, segin lo mues-
tra la figura 11.

En las ecuaciones 2.9, las constante
b y v, son mayores o iguales a cero, y
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usualmente se consideran lo suficien-
temente pequefias como para que

v(x,t) =0yw(x,t) =0

sea la Gnica solucién homogénea y es-
tacionaria de 2.9. Esta solucién corres-
ponde al estado de reposo de la neu-
rona.

Una hip6tesis adicional sobre f, es
que el drea sombreada con lineas hori-
zontales en la figura 11 sea mayor que
el drea sombreada con lineas vertica-
les.

En general se propone
f(v)=v(v-2a) (v- conl0<a<1/2
El modelo descrito en el sistema 2.9
fue propuesto por Fitzugh como una
modificacion del oscilador de Van der
Pol.

De forma independiente, Nagumo,
Arimoto y Yoshizawa, construyeron un
circuito eléctrico cuyo comportamien-
to estd modelado por el sistema 2.9.

Por esta razén a dicho sistema se le
conoce como el modelo de Fitzugh-Nagu-
mo (FHN)

En el caso b = 0, obtenemos una
version simplificada del modelo FHN:
av/dt = 02v/9x2 - £(v) (2.10)

A esta ecuacion se le conoce como la
ecuacion de Nagumo; fue estudiada
en la primera parte de este trabajo
(ciencias No. 36). Como se menciona
alli, la ecuacién 2.10 presenta distintos

Figura 11. Corriente instantinea, f(v) versus v,
para el modelo de FHN.



tipos de ondas viajeras: oscilatorias,
frentes de onda y peri6dicas.

Como es de esperarse, el caso b dis-
tinto de 0 presenta alGn mas dificulta-
des para su estudio que el caso b = 0.
Bajo la suposicion de que y es igual a
cero y b, muy pequefia. Hastings* y
Carpenter? demostraron que el mode-
lo FHN presenta ondas viajeras tipo
pulso, siempre y cuando 0 <a<1/2.

Por la variedad de aplicaciones que
tienen las ecuaciones de reaccién-difu-
sién, particularmente en sistemas’ qui-
mico-biolégicos, la interdisciplina es
una de sus caracteristicas.

Las ecuaciones de reaccion-difusion
son hoy dia un campo muy activo, gra-
cias a la gran cantidad de publicacio-
nes que estin apareciendo. Estas
atraen la atencién de muchos profe-
sionistas tanto de la matematica como
de las ciencias de la vida.

Desde el punto de vista matemati-
co, el anilisis de un sistema de reac-
ci6n-difusion presenta variados as-
pectos de interés. Estos van desde los
mas tedricos, en donde las técnicas
analiticas —sea que existan o que
deban desarrollarse— son requeridas,
hasta los aspectos numéricos que con-
Hevan la aproximacién de las solucio-
nes a problemas con condiciones ini-
ciales de frontera. Por estas razones,
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| los modelos matemiticos de tipo reac-
| cién-difusion también poseen una ri-

queza matematica destacable. @
Notas

a. Aunque no se ha establecido explicitamente,
es de destacarse que en el principio de acci6n
de masas de la epidemiologia se considera que
los individuos susceptibles e infecciosos estin
distribuidos homogéneamente en la poblacién y
que todos los susceptibles tienen la misma pro-
babilidad de infectarse.
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